Feuilletages totalement geodesiques, flots riemanniens et varietes de


























Nous étudions les feuilletages lisses totalement géodésiques de odimension 1 des
variétés lorentziennes. Nous nous intéressons notamment aux relations entre les ots
riemanniens et les feuilletages géodésiques. Nous prouvons que, quitte à prendre un
2-revêtement, tout bré de Seifert possède un tel feuilletage.
Abstrat
We study totally geodesi odimension 1 smooth foliations on Lorentzian manifold.
We are in partiular interested by the relations between riemannian ows and geodesi
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1 Introdution.
Dans et artile, nous nous sommes intéréssés aux feuilletages totalement géodésiques
lisses de odimension 1 des variétés lorentziennes. Ces feuilletages ont été étudiés auparavant
par A. Zeghib dans [Ze1℄ dans le as où les feuilles sont de type lumière, par C. Boubel,
C. Tarquini et l'auteur dans [B-M-T℄ dans le as où les feuilles sont toutes de type temps
et par K. Yokumoto dans [Yo℄ dans le as mixte 'est-à-dire ave des feuilles de diérents
types. Remarquons aussi que lorsque les feuilles sont de type espae, es feuilletages sont
exatement les feuilletages totalement géodésiques riemanniens (f. proposition 3.1) qui, dans
le as des variétés omplètes de dimension 3 ont été étudiés par Y. Carrière et E. Ghys dans
[C-G℄. Notons aussi que les résultats de es trois artiles onernent presque exlusivement
les variétés ompates de dimension 3.
Le but de et artile est de voir quelles sont les variétés de Seifert ou les brés en erles
qui admettent de tels feuilletages et ei sous les diverses onditions que l'on imposera. Ainsi
dans la partie 3, on rappelle e qu'il en est, en dimension 3, si on impose aux feuilles d'être
toutes non dégénérées. Dans la partie 4, on s'intéresse aux feuilletages totalement géodésiques
de type lumière des variétés de dimension 3. Nous faisons alors la remarque suivante (bien
onnue) : un feuilletage F de type lumière et de odimension 1 ontient son orthogonal.
On en déduit que la lasse d'Euler du bré tangent à F est nulle. Cela nous permet de
montrer, ave la lassiation des variétés de dimension 3 possédant un feuilletage lisse dont
les feuilles sont des plans des ylindres et des tores (théorème 2), le prinipal résultat de
ette setion :
Théorème 3 Si un bré en erle orientable M sur une surfae orientable Σ de genre
g > 1 ompate et de nombre d'Euler eul(M) possède un feuilletage de odimension 1 lisse
totalement géodésique de type lumière alors |eul(M)| = 2g − 2.
Finalement dans la partie 5, on regarde le as général ave des feuilles de tout types. Nous
nous restreignons en fait au as où les feuilles de type lumière sont ompates et en nombre
ni. Tout d'abord nous herhons à répondre à la question :
étant donné un feuilletage F de odimension 1 et un ot riemannien φ quelle position
relative de F et de φ permet de onlure qu'il existe une métrique lorentzienne g telle que
F est totalement géodésique et que F et φ sont orthogonaux pour g ?
Préisons que la présene d'un feuilletage totalement géodésique de odimension 1 n'im-
plique pas forément elle d'un ot riemannien sur toute la variété (mais voir proposition
5.4).
Naturellement pour haque feuille F de F , φ devra être soit partout transverse soit
partout tangent à F , selon que la feuille devienne de type lumière ou non. Cependant ette
ondition est loin d'être susante. Le théorème 5 répond à la question, ave la restrition
indiquée sur les feuilles de type lumière, et donne des onditions néessaires et susantes.
Ces onditions portent sur les positions relatives de F et φ et sont assez tehniques. Nous
renvoyons le leteur à la setion 5 pour un énoné exat de e résultat. Nous donnons tout de
même ii une idée de elles-i. D'une part il y a une hypothèse d'invariane faible de F dans
la diretion de φ (f. dénition 5.6 et proposition 5.7) au voisinage des feuilles de tangenes
entre les deux feuilletages. D'autre part il y a une hypothèse reliant les propriétés transverses
de φ et la répartition des feuilles de tangenes de F (f. dénition 5.9 et proposition 5.8).
En partiulier le ot φ devra être lorentzien sur ertains ouverts de la variété.
Malgrès les diultés et les restritions, le théorème 5 permet de répondre à notre ques-
tion initiale et nous prouvons :
2
Théorème 6 Quitte à prendre un revêtement à 2 feuillets, tout bré de Seifert de dimension
3 possède un feuilletage totalement géodésique.
Cei omprend les exemples onstruit par K. Yokumoto dans [Yo℄. En fait nous montrons que
toute variété de dimension 3 possédant un ot riemannien transversalement orientale possède
un feuilletage totalement géodésique. En dimension supérieure la situation se omplique la
démonstration en dimension 3 utilise de façon essentielle le fait que les bres singulières sont
isolées e qui n'est plus vrai en dimension plus grande. On obtient toutefois :
Théorème 7 Tout bré en erle orientable possède un feuilletage totalement géodésique
mixte de odimension 1
En partiulier les sphères de dimension impaire possèdent don des feuilletages totalement
géodésiques.
2 Dénitions
Dans ette setion nous allons dénir ertains termes que nous utiliserons dans la suite
et que nous avons lassés par domaine. Préisons que les variétés onsidérées dans la suite
seront toujours (sauf préision ontraire) onnexes et sans bord.
2.1 Géométrie lorentzienne.
Denition 2.1 Soit (M,g) une variété lorentzienne. Un sous-espae vetoriel non nul E du
tangent en un point x de M , noté TxM , sera dit de type espae (resp. temps) (resp. lumière)
si la restrition de g à E est riemannienne (resp. lorentzienne ou dénie négative) (resp.
dégénérée).
Par extension, on dira qu'une sous-variété S de M est de type espae (resp. temps ou
lumière) si en tout point x de S, on a TxS est de type espae (resp. temps ou lumière).
Dénissons maintenant e qui onstitue le oeur de et artile.
Denition 2.2 Soit (M,g) une variété (pseudo-)riemannienne. Une sous-variété S de M
est dite totalement géodésique si toute géodésique de g tangente à S en un point est tangente
à S partout.
Nous dirons qu'un feuilletage F de M est totalement géodésique (pour la métrique g) si
toute feuille de F est une sous-variété totalement géodésique de (M,g).
Si on onsidère une sous-variété S onnexe et totalement géodésique de (M,g), le tangent à
S est invariant par transport par parallélisme le long des ourbes tangentes à S. Le tangent
à S est don en tout point du même type, S est soit de type espae, soit de type temps, soit
de type lumière. Par ontre les feuilles d'un feuilletage totalement géodésique n'ont auune
raison d'être toutes du même type.
2.2 Feuilletages riemanniens.
Dans la partie 5, il est question de ots riemanniens et de ots lorentziens. Préisons
que l'on appellera "ot" un feuilletage de dimension 1 orienté, sans notion de paramétrage.
Lorsqu'un ot sera paramétré ela sera toujours expliitement préisé. Nous donnons ii
la dénition d'un feuilletage riemannien mais le leteur est invité à onsulter le livre de
P. Molino [Mol℄ et l'artile d'Y. Carrière [Ca℄ onsaré aux ots riemanniens pour plus de
details.
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Denition 2.3 Un feuilletage φ sur une variété M est dit (transversalement) riemannien
(resp. lorentzien) s'il existe une métrique riemannienne (resp. lorentzienne) γ¯ sur ν(φ), le
bré normal de φ, invariante sous l'ation du pseudo-groupe d'holonomie de φ. Une telle
métrique est dite transverse.
Une métrique de M , γ, pseudo-riemannienne sera dite quasi-brée (par rapport à φ) si la
métrique γ¯ induite par γ sur ν(φ) est non dégénérée et invariante sous l'ation du pseudo-
groupe d'holonomie de φ.
Nous allons aussi utiliser la notion de hamp de veteurs basique d'un feuilletage.
Denition 2.4 Soit F un feuilletage sur une variété M . Le hamp de veteurs X nulle
part tangent à F est dit basique pour F si pour tout hamp de veteurs Y tangent à F on a
[X,Y ] tangent à F .
2.3 Fibrés de Seifert.
Nous appellerons bré de Seifert (ou variété de Seifert) une variété M de dimension
quelonque munie d'un feuilletage riemannien de dimension 1 transversalement orientable
dont toutes les feuilles sont fermées.
La situtation est partiulièrement agréable lorsque M est de dimension 3 ar les feuilles
ayant de l'holonomie sont alors isolées. C'est une onséquene direte du fait qu'une isométrie
direte eulidienne de R
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diérente de l'identité a un unique point xe. Ces feuilles sont
appelées les bres exeptionnelles. La proposition II.C.3 de [Ca℄ donne la desription d'un
ot riemannien au voisinage de l'adhérene d'une feuille. Si toutes les feuilles sont ompates
le feuilletage y est diéomorphe à elui obtenu sur un tore solide par suspension au dessus
d'un disque entré en zéro d'une rotation R d'ordre ni (d'angle rationnel) 'est-à-dire au
le feuilletage donné par D2 × [0, 1]/(x, 0) ∼ (R(x), 1). Le feuilletage privé de ses feuilles
exeptionnelles est donné par une bration loalement triviale. On retrouve la dénition
usuelle des brés de Seifert. Le feuilletage est vu omme une bration (non loalement
triviale) au dessus de l'espae des feuilles qui n'est pas une variété mais un orbifold.
On onsidére parfois aussi les feuilletages riemanniens non transversalement orientables,
les bres exeptionnelles ne sont plus isolées et la variété ontient des bouteilles de Klein
feuilletées. Dans e as le ot est revêtu par un ot transversalement orientable.
3 Feuilletages non dégénérés.
On s'interesse ii aux feuilletages totalement géodésiques dont auune feuille n'est de
type lumière. Deux as se présentent les feuilletages dont toutes les feuilles sont de type
espae ou dont toutes les feuilles sont de type temps. Ce as admet un angle d'attaque très
eae :
Proposition 3.1 Soit F un feuilletage transversalement orientable de odimension 1. Il
existe une métrique rendant F totalement géodésique de type espae (resp. temps) si et
seulement si F est transverse à un ot riemannien (resp. lorentzien).
C'est le point de départ de l'artile [C-G℄ et de la dernière partie de [B-M-T℄. Notamment on
y trouve que les feuilletages géodésiques non dégénérés des variétés de Seifert de dimension
3 sont, à homotopie près, eux transverses aux bres. Savoir quelles sont les variétés de
Seifert munies d'un tel feuilletage à suité de nombreux travaux. Pour ne pas alourdir le
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propos nous rappelons seulement le as où M est un bré en erle, il s'agit d'un théorème
de Milnor et Wood (f.[Wo℄).
Théorème 1 (Milnor-Wood) Soit M un bré en erle au dessus d'une surfae Σ. La
variété M admet un feuilletage de odimension 1 transverse aux bres ('est-à-dire totale-
ment géodésique non dégénéré) si et seulement si
|eul(M)| ≤ max{0,−χ(Σ)},
où eul(M) désigne le nombre d'Euler de la bration et χ(Σ) la aratéristique d'Euler de Σ.
Ce résultat a par la suite été étendu aux brés de Seifert de dimension 3, à e sujet le leteur
pourra onsulter [E-H-N℄.
Nous allons voir dans la suite e que devient le théorème de Milnor et Wood, ou du moins
son interprétation en termes de feuilletages totalement géodésiques, lorsque l'on impose au
feuilletage d'être soit partout de type lumière, soit ave des feuilles de haque type.
4 Feuilletages de type lumière.
4.1 Sur les variétés de dimension 3.
Les feuilletages de odimension 1, totalement géodésiques et de type lumière ont déjà
fait l'objet d'une étude par A. Zeghib [Ze1℄. Un tel feuilletage F est aratérisé par le fait
qu'il ontient un sous-feuilletage de dimension 1 dont la restrition à haque feuille de F est
riemannienne. C'est ainsi que l'on peut voir que sur une variété de dimension 3 les feuilles
d'un tel feuilletage ne peuvent être que des ylindres, des plans ou des tores. En partiulier
toute ation loalement libre de R
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ou de AG (le groupe ane) sur une variété de dimension
3 engendre un feuilletage totalement géodésique de type lumière.
Nous allons montrer ii que de nombreuses variétés de Seifert ne possèdent pas de tels
feuilletages. On ommene par un résultat plus général sur les feuilletages dont les feuilles
sont des plans, des ylindres ou des tores. On onnait déjà quelques exemples : le feuilletage
de Reeb sur D2×S1, le feuilletage en ylindre sur K (le I bré non trivial sur la bouteille de
Klein), ou les feuilletages sans omposantes de Reeb de T 2×I obtenus à partir des feuilletages
sur un anneau. Ce résultat ne prétend pas être original, il s'agit de hoses onnues mises
ensembles.
Théorème 2 Soit F un feuilletage de lasse C2 de odimension 1 sur une variété fermée
de dimension 3 dont les feuilles sont des ylindres, des plans ou des tores. Alors soit F est
minimal, soit les feuilles toriques de F bordent des omposantes diéomorphes à K, D2×S1
ou T 2 × I.
Preuve. Un théorème non publié de Duminy (mais voir [C-C2℄) arme que les minimaux
exeptionnels d'un feuilletage de lasse C2 a une innité de bouts. On en déduit que F
n'a pas de minimaux exeptionnels. Le feuilletage est don soit minimal soit ses feuilles non
ompates s'aumulent toutes sur ses feuilles toriques. Dans le seond as on peut appliquer
le lemme suivant issu de [M-R℄, page 150 :
Lemme 4.1 Soit F un feuilletage de odimension 1 de lasse C2 d'une variété M . Soit F
une feuille ompate de F . Si F a un voisinage ne renontrant pas de feuilles ompates de F
et si son holonomie est abélienne alors le germe de F au voisinage de F est sans holonomie
en dehors de F .
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Ainsi le feuilletage F est presque sans holonomie, 'est-à-dire seules les feuilles ompates
peuvent avoir une holonomie non triviale. On en déduit que les omposantes de F sont
feuilletées soit par des plans, soit par des ylindres. Ces feuilletages ont été lassés dans
[R-R℄ par R. Roussarie et H. Rosenberg dans le as des feuilles planes et dans [He℄ par G.
Hetor dans le as des feuilles ylindriques. ✷
Corollaire 4.2 Soit F un feuilletage lisse orientable de odimension 1 totalement géodésique
de type lumière d'une variété ompate de dimension 3. Si F a une feuille ompate, en fait
torique, alors M est un bré en tore sur le erle ou est diéomorphe à K ∪f K (variété
obtenue en reollant 2 exemplaires de K le long de leurs bords par un diéomorphisme f),
sinon F est minimal.
Preuve. On sait qu'un feuilletage lisse de odimension 1 totalement géodésique de type
lumière d'une variété ompate de dimension 3 a des feuilles planes, ylindriques ou toriques.
De plus il ne peut ontenir de omposantes de Reeb (voir [Ze1℄) et on suppose ii qu'il n'est
pas minimal. D'après le théorème 2, M est obtenue en reollant des omposantes T 2 × I et
K, e qui prouve le orollaire.✷
Les brés en tores sur le erle sont de rang 2, 'est-à-dire qu'ils admettent une ation
loalement libre de R
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, et don ils ontiennent eetivement des feuilletages totalement
géodésiques de type lumière à feuilles ompates. On voudrait étudier maintenant les variétés
de Seifert de dimension 3 qui ne sont pas des brés en tores. On montre le théorème suivant
qui onerne les brés en erles.
Théorème 3 Si un bré en erle M orientable sur une surfae orientable Σ de genre
g et de nombre d'Euler eul(M) possède un feuilletage F lisse transversalement orientable
de odimension 1 totalement géodésique de type lumière alors g 6= 0 et si g > 1 alors
|eul(M)| = −χ(Σ) = 2g − 2.
Preuve. Supposons que g = 0, 'est-à-dire que Σ = S2, le revêtement universel deM est S3
ou S2×S1 et F ontient une omposante de Reeb. On sait grâe à [Ze1℄ que 'est impossible.
Lorsque g = 1 la variété M admet une ation loalement libre de R2 et don un feuilletage
totalement géodésique de type lumière. On suppose don dorénavant que g > 1.
La suite de la preuve déoule de la simple remarque suivante. Un feuilletage de type lu-
mière et de odimension 1 ontient un sous-feuilletage de dimension 1 engendré par l'orthog-
onal du tangent. La distribution d'hyperplans a don une lasse d'Euler triviale.
D'après la proposition 4.2, F n'a pas de feuilles ompates. Un élèbre théorème de W.P.
Thurston et G. Levitt [Le℄ nous dit qu'alors F est homotope à un feuilletage transverse aux
bres. Par ailleurs dans l'artile [G-N℄ R. Geoghegan et A. Nias alulent la lasse d'Euler
de la distribution normale à un bré de Seifert "admissible"
1





gj ∈ H1(M ;Z),
où χ(Σ) représente la aratéristique d'Euler de la base, r le nombre de bres exeptionnelles,
γ0 la lasse d'homotopie d'une bre régulière et les gj les lasses des bres singulières.
Ii la formule se simplie en
χ(Σ)γ0.
1
'est-à-dire orientable, de base orientable et diérente de S
2
, ou de base S
2
et ave au moins 3 bres
exeptionnelles
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Si la lasse d'Euler est nulle alors χ(Σ) est un multiple de eul(M), le nombre d'Euler du
bré, qui est aussi l'ordre de γ′0. L'existene d'un feuilletage transverse entraine que |χ(Σ)| =
eul(M), f. theoreme 1. ✷
Remarque : Cet énoné ontient trois invariants portant le nom d'Euler. La aratéristique
d'Euler d'une surfae qu'il est inutile de présenter. Le nombre d'Euler d'un bré en erle
(ou d'un bré de Seifert) qui représente l'obstrution à l'existene d'une setion. Et la lasse
d'Euler d'un bré vetoriel (ii le bré tangent au feuilletage) qui est une obstrution à
l'existene d'une setion partout non nulle à e bré vetoriel.
Ce résultat admet-il une réiproque ? Il est bien onnu que lorsque χ(Σ) = eul(M), 'est-à-
dire lorsqueM est le tangent unitaire d'une surfae hyperbolique,M admet une ation loale-
ment libre lisse du groupe ane et don M possède des feuilletages totalement géodésiques
de type lumière. Par ontre si χ(Σ) = −eul(M), auun exemple n'est onnu. On sait qu'il
existe des feuilletages sans feuilles ompates surM dont les feuilles sont toutes des ylindres
et des plans. Mais l'annulation de la lasse d'Euler n'entraine pas l'existene d'une setion.
Ces feuilletages admettent-ils des sous-feuilletages ? Sont-ils géodésiques de type lumière ?
Le théorème 3 se traduit sur les brés de Seifert par un résultat à revêtement ni près.
Corollaire 4.3 Si M est une variété de Seifert de dimension 3 possédant un feuilletage de
lasse C2 totalement géodésique de type lumière et de odimension 1 alorsM a un revêtement
ni M̂ qui est un bré en erles sur une surfae de genre g ≥ 1. De plus plus si g > 1 alors
|eul(M̂ )| = 2g − 2
Preuve. Les brés de Seifert qui ne sont pas revêtus par des brés en erles n'ont pas pour
revêtement universel R
3
et don ne possèdent pas de feuilletages totalement géodésiques
de type lumière. Le bré M̂ possède lui aussi un feuilletage totalement géodésique de type
lumière et le théorème 3 permet de onlure.✷
L'une des motivations pour étudier les feuilletages totalement géodésiques de type lumière
est qu'ils apparaissent lorsque l'ation du groupe des diéomorphismes, Di(M), sur l'espae
des métriques de M n'est pas propre (f. [Mo1℄). Cependant dans e as là, ils ne sont que
lipshitziens. La seule propriété onnue par l'auteur entrainant la présene d'un feuilletage
totalement géodésique lisse est l'existene d'une métrique analytique réelle ou à ourbure
onstante sur une variété fermée dont le groupe d'isométrie est non ompat (f. [Ze2℄ et
[Ze1℄). On a don le orollaire suivant
Corollaire 4.4 Soit un bré en erle M orientable sur une surfae Σ de genre g > 1 et de
nombre d'Euler eul(M). Si |eul(M)| 6= 2g − 2 alors le groupe d'isométrie de toute métrique
lorentzienne analytique réelle de M est ompat.
On a évidemment l'analogue lorsque la métrique est à ourbure onstante négative mais e
résultat a été montré par F. Salein dans [Sa℄ en exluant aussi le as eul(M) = 2− 2g.
Nous allons donner rapidement un résultat sur les autres variétés de dimension 3. Comme
on s'est retreint au as lisse, le théorème 9 de [Ze1℄ a pour orollaire :
Corollaire 4.5 Soit M une variété ompate de dimension 3 qui n'est pas revêtue par un
bré en tore sur le erle. S'il existe surM un feuilletage F lisse de odimension 1 totalement
géodésique et de type lumière alors F peut être paramétré par une ation C0 du groupe ane.
Preuve. D'après le orollaire 4.2 on sait que F est minimal. Étant lisse on sait qu'il possède
une mesure transverse si et seulement il est sans holonomie. Si F était sans holonomie M
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serait revêtu par T
3
e qui est exlu ii. Ainsi F n'a pas de mesure transverse. Le théorème
9 de [Ze1℄ arme justement qu'un feuilletage totalement géodésique de type lumière sans
mesure transverse est paramétré par une ation C0 du groupe ane.✷
Il semble raisonnable de penser qu'il n'existe pas de nouveaux exemples sur es variétés, du
moins lisses.
4.2 Un autre exemple.
Nous donnons maintenant un résultat d'existene de feuilletages totalement géodésiques
de type lumière plus élémentaire.
Proposition 4.6 Il existe des feuilletages totalement géodésiques lisses de type lumière et
de odimension 1 sur le produit de deux sphères S2n+1 × S2m+1.
Il s'agit, à notre onnaissane, du premier exemple onnu de feuilletage de odimension 1
totalement géodésique de type lumière sur une variété ompate simplement onnexe.
Preuve. On munit la sphére Sm d'un feuilletage F de odimension 1 et l'autre sphère d'un
ot riemannien φ. Le feuilletage F × Sn est partout tangent au ot riemanien φ. Ce qui
d'apres [Ze1℄ permet de onlure. ✷
Remarques : 1) on pourrait montrer que l'existene d'un feuilletage de odimension 1
tangent à un ot riemannien sur une variété simplement onnexe entraîne l'existene d'une
ation loalement libre de R2. Il semble don impossible de reproduire ette onstrution
sur les sphères (f. [A-S℄ sur l'existene de telles ations sur les sphères).
2) Cette proposition est à relier ave la question de D'Ambra et Gromov :
Si M est ompate simplement onnexe l'ation de Di(M) sur l'espae des métriques de
Lorentz est-elle propre (pour la topologie C2) ?
Comme on l'a déjà rappelé la non-propreté de ette ation entraine l'existene d'un feuil-
letage lipshitzien de odimension 1 totalement géodésique et de type lumière (f. [Mo1℄
théorème 2.2). Ainsi sur S3 × S3 l'eventuelle présene de es feuilletages ne permet pas
de montrer ette onjeture (ontrairement à S3) mais elle ne sut pas, bien entendu, à
l'inrmer.
5 Feuilletages mixtes
Dans e paragraphe nous onsidérons les feuilletages lisses totalement géodésiques mixtes
'est-à-dire possédant des feuilles d'au moins deux types. Ceux i ont été étudiés préédem-
ment par K. Yokumoto [Yo℄. Il prouve en partiulier le résultat suivant.
Théorème 4 (Yokumoto) Il existe des feuilletages totalement géodésiques et de odimen-
sion 1 sur les espaes lentiulaires. De plus si F est une omposante de Reeb d'un feuilletage
totalement géodésique alors ses feuilles planes sont de type espae et sa feuille torique est de
type lumière.
Nous allons donner de nouveaux exemples de tels feuilletages, prinipalement sur les brés
de Seifert. Nous allons suivre une démarhe sensiblement diérente.
Si on regarde le 1-feuilletage orthogonal d'un feuilletage F totalement géodésique mixte,
on trouve un ot riemannien sur l'ouvert des feuilles de type espae de F , lorentzien sur
l'ouvert des feuilles de type temps de F et riemannien dégénéré sur le fermé des feuilles
de type lumière (f. setions 3 et 4). Nous allons nous onentrer sur les situations ou les
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feuilles de type lumière sont isolées. Nous nous restreignons au as où e ot orthogonal est
partout riemannien ou lorentzien, e qui dans e as est raisonnable. Cela va nous permettre
de mieux omprendre es feuilletages, essentiellement la situation au voisinage des feuilles
de type lumière et surtout d'avoir un analogue de la proposition 3.1.
Plus préisement, nous nous posons la question : quelle position relative entre un feuil-
letage F de odimension 1 et d'un ot riemannien (ou lorentzien) φ permet de onlure qu'il
existe une métrique lorentzienne rendant F totalement géodésique et telle que TF⊥ = Tφ,
en exluant bien-sûr le as non dégénéré où φ et F sont transverses. On trouve dans l'artile
de K. Yokumoto [Yo℄ des exemples de feuilletages totalement géodésiques invariants par une
ation de S1. On herhe à relaher ette ondition au maximum.
L'hypothèse minimale (et qui semble raisonnable) est de supposer que pour haque feuille
F de F soit φ est tangent à F partout soit φ est transverse à F partout. Mais nous allons
voir que e ne sera pas susant. Posons don une première dénition.
Denition 5.1 Soit F un feuilletage de odimension 1 et φ un feuilletage de dimension 1.
On dira que F et φ sont transverses ou tangents feuille à feuille si pour toute feuille F de
F , F et φ sont soit partout transverses, soit partout tangents.
On dira qu'un feuille F de F est une feuille de tangene si en tout point x de F on a
Txφ ⊂ TxF .
Commençons par une remarque sur les ots lorentziens. Supposons que φ soit un ot
lorentzien tangent à une hypersurfae S de type espae pour une métrique quasi-brée.
Le ot φ préserve la diretion orthogonale à ette hypersurfae qui est de type temps et
don en tout point de S sa dierentielle est bornée. Il déoule du théoréme B de [B-M-T℄
que la diérentielle de φ est partout bornée et que φ est riemannien. Cette situation est
exatement elle renontrée le long d'une feuille de tangene (voir proposition 5.8). C'est
pourquoi nous n'étudierons que le as des feuilletages transverses ou tangents à des ots
riemanniens. L'hypothèse lorentzien sera toujours en plus. Il est sans doute bon de rappeler
qu'un ot à la fois lorentzien et riemannien est un ot riemannien possédant un hamp de
veteurs basique obtenu en diagonalisant simultanément les métriques transverses.
5.1 Un premier obstale.
Regardons une première propriété globale des feuilletages totalement géodésiques. Pour
ela nous donnons une nouvelle dénition. Un feuilletage de odimension 1 dont l'orthogonal
est orienté est transversalement orienté (même si ertaines feuilles sont de type lumière), on
supposera don toujours F transversalement orientable dans la suite.
Denition 5.2 Soit F un feuilletage de odimension 1 transversalement orientable et trans-
verse ou tangent feuille à feuille à un ot φ. Soit F0 une feuille de tangene de F et X une
trivialisation de Tφ. À tout hamp de veteurs Z transverse à F on peut assoier un hamp
de veteurs Y non nul et appartenant à TF ∩ Vect(X,Z). Il existe alors 2 fontions a et
b telle que Y = aX + bZ. On dira que F0 est attrative vue de φ si b hange de signe au
voisinage de F0.
Les hamps de veteurs non nuls transverses à F sont tous homotopes et don ette propriété
ne dépend pas du hoix de Z. La proposition qui suit montre omment ette propriété
onditionne le type des feuilles des feuilletages totalement géodésiques.
Proposition 5.3 Soit F un feuilletage totalement géodésique sur une variété lorentzienne
(M,g). Supposons que F0 soit une feuille de type lumière isolée (es voisines sont non
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dégénérées). Alors les feuilles voisines de F0 sont toutes de même type si et seulement si
F0 n'est pas attrative vue de F
⊥
.
Preuve. Soit X une trivialisation de F⊥ et soit Z un hamp de veteurs de type temps
transverse à F et tel que g(Z,Z) = −1. Comme i-dessus on onsidére le hamp Y tel que
Y ⊂ TF et que Y = X + bZ, b étant une fontion lisse. On a g(Y, Y ) = b− b2 dont le signe
ne dépend que de l'attrativité vue de F⊥.✷
Cette proposition nous permet déjà de donner un ontre-exemple à notre hypothèse
"minimale". En eet onsidérons un feuilletage de Reeb de S3 ('est-à-dire un feuilletage
onstitué de deux omposantes de Reeb) invariant sous l'ation du hamp de Hopf, qui
dénit un ot riemannien φ, et transverse ou tangent feuille à feuille ave elui-i. À l'in-
térieur de haun des tores solides on a la possibilité de retourner la omposante de Reeb
ar l'holonomie de la feuille torique est C∞ innitésimalement triviale ('est-à-dire le de-
veloppement de Taylor de son holonomie est trivial à tout ordre). On peut don supposer
que la feuille torique est attrative vue de φ. Le théorème 4 ave la proposition 5.3 nous
permet d'armer qu'il n'existe pas de métriques lorentziennes rendant e feuilletage de Reeb
totalement géodésique.
De même si F possède une unique feuille de tangene ave φ, si elle ne sépare pas la variété
et si elle est attrative vue de φ alors F ne peut pas être rendue totalement géodésique.
On voit qu'il est néessaire de rajouter des hypothèses simplement d'ordre ombinatoire (on
doit avoir un nombre pair de hangement de signe pour pouvoir reoller) et d'autres plus
subtiles sur les propriétés de φ qui doit être lorentzien sur ertaines omposantes de F . Par
exemple, pour n'avoir que des feuilles de type espae ou de type lumière il est néessaire
d'imposer à F de n'avoir pas de feuilles de tangenes ave φ qui soit attratives vues de φ.
Après es obstrutions de type global, nous allons voir que loalement, 'est-à-dire au voisi-
nage d'une feuille de tangene, on ne peut pas non plus toujours rendre le feuilletage
géodésique.
5.2 Au voisinage d'une feuille de tangene.
Étant donné un feuilletage F de odimension 1 et un ot riemannien φ on herhe à
onstruire une métrique g rendant F totalement géodésique. Notre onnaissane des as
non-dégénérés et de type lumière nous permet de donner immédiatement le ritére suivant.
Critère que nous utiliserons par la suite. On retrouve e résultat, formulé diéremment dans
[Yo℄ proposition 2.13.
Proposition 5.4 Soit F un feuilletage de odimension 1 transversalement orientable φ un
ot. On dénote UT l'ouvert de M sur lequel es feuilletages sont transverses. Il existe une
métrique pseudo-riemannienne g telle que F et φ sont orthogonaux qui rend F totalement
géodésique si et seulement si F et φ sont transverses ou tangents feuille à feuille, la métrique
g est quasi-brée par rapport à φ sur UT et la restrition de g aux feuilles de tangenes est
elle aussi quasi-brée par rapport à φ.
Tous le problème dans la suite sera de reussir à onstruire une telle métrique. Nous allons
voir que même loalement on renontre des diultés. Il va nous faloir dérire la position
relative de F et φ, pour ela nous avons tout d'abord besoin du lemme suivant.
Lemme 5.5 Soit F0 une hypersurfae plongée tangente à un ot riemannien φ. Il existe au
voisinage de F0 un hamp de veteurs Z transverse à F0 et préservé par φ (basique).
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Preuve. Il sut de onsidérer pour une métrique quasi-brée, l'orthogonal de F0 et les
géodésiques issues de et orthogonal.✷
On peut maintenant formuler la dénition suivante.
Denition 5.6 Soit F un feuilletage de odimension 1 transversalement orientable et trans-
verse ou tangent feuille à feuille à un ot riemannien φ. Soit F0 une feuille de tangene pro-
pre (plongée) et isolée, Z le hamp de veteurs fourni par le lemme 5.5, X une trivialisation
de Tφ. Soit Y un hamp de veteurs tangent à TF ∩ Vect(X,Z), il existe deux fontions a
et b telles que Y = aX + bZ (on peut même supposer que a2 + b2 = 1).
On dira que F est adapté à φ en F0 s'il existe, au voisinage de F0, une fontion β telle
que X.β = 0 et que b/β soit lisse et ne s'annulle pas.
On dira que F est adapté à φ s'il l'est pour toute feuille de tangene.
Cette ondition ne dépend que des germes du feuilletage F en les feuilles de tangene. Cette
fontion b dérit la façon dont le feuilletage F se omporte au voisinage de la feuille F0 dans
une diretion du moins. Il serait intéressant de donner une interprétation plus géométrique,
en relation ave l'holonomie du feuilletage par exemple. Cei est faisable lorsque les feuilles
de φ|F0 sont toutes fermées mais ela semble diile dans le as général.
Clairement lorsque b est onstante le long de φ ette hypothèse est vériée. C'est le as par
exemple si on peut paramétrer φ en φt de façon isométrique et si F est invariant par φt. À
partir d'une telle situation, on peut perturber F loin des feuilles de tangenes sans modier
le fait que F est adapté à φ. Nous verrons don la propriété être adapté à φ omme les
déformations maximales autorisées depuis une situation invariante ou omme une propriété
faible d'invariane de F . Notons que ette propriété n'est pas triviale, on onstruit failement
des feuilletages transverses ou tangents feuille à feuille à un ot riemannien mais non adaptés
à elui-i.
Cette dénition est toutefois le bon ritère omme le montre la proposition suivante :
Proposition 5.7 Soit F un feuilletage de odimension 1 transversalement orientable et
transverse ou tangent feuille à feuille à un ot riemannien φ. Soit F0 une feuille de tangene
ompate et isolée. Il existe au voisinage de F0 une métrique lorentzienne g telle que le
tangent à φ soit l'orthogonal du tangent à F rendant F totalement géodésique si et seulement
F est adapté à φ en F0.
Preuve. On va onstruire, au voisinage de F0, une métrique lorentzienne quasi-brée sur
{x ∈ M |Txφ + TxF = TxM} et dont la restrition à F0 sera enore quasi-brée. Cette
métrique rendra eetivement le feuilletage F totalement géodésique. Par hypothèse F0 est
ompate et il existe un voisinage de F0 sur lequel F0 est la seule feuille de tangene entre F
et φ. D'après le lemme 5.5, il existe un hamp de veteurs Z invariant par φ et transverse à
F0. Soit γ une métrique riemannienne quasi-brée par rapport à φ. Soit X une trivialisation
du tangent à φ. Considérons le hamp de veteurs Y introduit dans la dénition 5.6, on a
Y = aX + bZ et a2 + b2 = 1. Au voisinage de F0, on va dénir une métrique lorentzienne g.
On note P la distribution orthogonale, pour γ, à Vect(X,Z). Considérons la déomposition
du tangent à la variété suivante : TM = RX⊕RZ⊕P . Prenons la métrique qui se représente


















où β est la fontion introduite lors de la dénition 5.6. Cette métrique est bien lorentzienne
et lisse de plus sa restrition à TF0 a bien les propriétés voulues. En un point x tel que
b(x) 6= 0, 'est-à-dire en un point n'appartenant pas à F0, on peut déomposer le tangent à














Clairement Tφ⊥ = TF . Le ot riemannien φ respete la déomposition orthogonale RY ⊕P
et don g est quasi-brée si et seulement si le hamp de veteurs Y/
√
|g(Y, Y )| est préservé
par φ, 'est-à-dire est basique. Ce qui est vrai si et seulement si β est onstante le long de
φ e que l'on a supposé vrai. On a don une métrique g dénie au voisinage de F0 telle que
F est totalement géodésique et Tφ⊥ = TF .
Réiproquement supposons qu'il existe une métrique lorentzienne g telle que TF soit or-
thogonal à Tφ et que F soit totalement géodésique. On onsidère au voisinage de la feuille
de tangene F0 les hamps de veteurs X, Y et Z omme préédemment. Si on est susa-
ment prohe de F0, Z n'est pas tangent à F et don le hamp de plans Vet(X,Z) n'est pas
dégénéré. Soit P la distribution de plans de odimension 2 orthogonale, pour g, à Vet(X,Z),
P est bien supplémentaire de Vet(X,Z). Comme plus haut on érit Y = aX + bZ ave
a2 + b2 = 1 et on peut représenter g, dans une base adaptée à la déomposition du tangent
en RX ⊕ RZ ⊕ P , par la matrie :





où α et c sont deux fontions. On a g(Y, Y ) = a2αb + c b2α. La fontion c étant bornée et
la fontion α partout non nulle on voit que Y ne peut pas être de type lumière (sauf sur
F0). Le feuilletage F étant totalement géodésique et Z étant préservé par φ, on en déduit
que le hamp de veteurs Y/
√
|g(Y, Y )|, déni si b 6= 0, 'est-à-dire hors de F0, est lui aussi




= 0. On a don
X.
(
α(1/b − b+ c)
)
= 0.
Sahant que α ne s'annule pas et que c est bornée on en déduit que la fontion β =
(α(1/b − b+ c))−1 vérie X.β = 0 et b/β est lisse et ne s'annule pas sur F0. Le feuilletage
F est bien adapté à φ en F0. ✷
L'exemple onstruit au paragraphe 5.1 est bien adapté à son orthogonal mais ela ne sut
pas.
5.3 Où l'on résoud le problème global.
Il nous reste à résoudre les diultés renontrées au paragraphe 5.1. C'est e que nous
permet de faire la proposition suivante.
Proposition 5.8 Soit F un feuilletage totalement géodésique de odimension 1, sur une
variété lorentzienne (M,g), dont l'orthogonal est un ot riemannien φ et dont les feuilles de
type lumière sont ompates et en nombre ni non nul. Soit K une omposante de F de type
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temps maximale 'est-à-dire telle que tout voisinage du bord de K renontre des feuilles de
type espae. Il existe alors un voisinage U de K tel que φ restreint à U soit (transversalement)
lorentzien. De plus il existe sur U une métrique quasi-brée h transversalement lorentzienne
telle que les feuilles de F qui sont de type lumière pour g sont de type espae pour h.
Preuve. Nous allons prouver qu'il existe un voisinage U de K sur lequel φ préserve une
diretion, ela montrera bien que φ y est lorentzien. Il est lair que φ restreint à l'intérieur
de K est lorentzien (même si l'intérieur de K ontient des feuilles de type lumière) : la di-
retion obtenue en diagonalisant simultanément g restreinte au tangent à F et une métrique
riemannienne transverse donne la diretion invariante désirée. D'autre part le bord de K est
omposé de feuilles de type lumière, le lemme 5.5 donne une autre diretion invariante sur
e voisinage.
Reprenons les notations de la deuxième partie de la preuve de la proposition 5.7. La
métrique g|P est forément riemannienne (sinon la métrique n'est plus lorentzienne lorsque
b = 0). Ainsi quitte à modier la métrique riemannienne transverse on peut supposer que la
diretion transverse donnée par Z est bien la même que elle obtenue plus haut. On a bien
une métrique lorenzienne transverse dont la restrition à P est riemannienne.✷
Cette proposition nous invite à dénir la notion suivante :
Denition 5.9 Soit F un feuilletage de odimension 1 et φ un ot riemannien transverses
ou tangents feuille à feuille et n'ayant qu'un nombre ni de feuilles de tangene. On dira
que F et φ sont globalement ompatibles s'il existe un ouvert U de M dont la frontière ne
renontre pas les feuilles de tangenes et une métrique quasi-brée transversalement lorentzi-
enne h sur U telle que les feuilles de tangenes de F ontenues dans U sont de type espae
pour h, que tout hemin traversant une omposante onnexe de U renontre 2 feuilles at-
tratives vues de φ et que toutes les feuilles de tangenes attratives vues de φ sont dans
U .
On voit bien que malgrès son apparente opaité ette dénition est inontournable et n'est
probablement pas simpliable. Mise ave les résultats du paragraphe 5.2, elle nous permet
de formuler e théorème :
Théorème 5 Soit F un feuilletage de odimension 1 transversalement orientable et trans-
verse ou tangent feuille à feuille à un ot riemannien φ sur une variété M . On suppose
de plus que les feuilles de tangenes de F sont ompates et en nombre ni. Il existe une
métrique lorentzienne g rendant F totalement géodésique et telle que TF soit orthogonal à
Tφ si et seulement si F est adapté à φ et si F et φ sont globalement ompatibles.
Preuve. Tout d'abord il est lair que sous les hypothèses du théorème, si F est totalement
géodésique ave TF orthogonal à Tφ alors F est adapté à φ et F et φ sont globalement
ompatibles : il s'agit des propositions 5.7 et 5.8. Étudions la réiproque.
On suppose que F est adapté à φ et que F et φ sont globalement ompatibles. On reprendra
ertaines notations de la preuve de la proposition 5.7. D'après la proposition 5.7, il existe une
métrique g ayant les propriétés voulues mais dénie au voisinage de haune des feuilles de
tangenes seulement. Il reste à reoller les moreaux sans perdre es propriétés. Considérons
U une omposante onnexe de M privée des feuilles de tangenes de F . Le fait que F et φ
soient globalement ompatibles nous permet de hoisir g de telle sorte qu'au voisinage du
bord de U , la restrition de g à TF est soit riemannienne, soit lorentzienne. Les hypothèses
faites sur le nombre de feuilles attratives vues de φ, reviennent à supposer que si la restri-
tion de g à F est lorentzienne alors φ est transversalement lorentzienne sur un voisinage V
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de U , e qui est néessaire au raord de g d'après la proposition 5.8. Le hamp de veteurs
Z qui a servi à la onstrution de g au voisinage des feuilles de tangene peut alors être
étendu à tout V (mais pas la fontion β a priori).
Sur l'ouvert U le ot φ et le feuilletage F sont transverses, on peut don onsidérer une
métrique g′ quasi-brée telle que Tφ soit orthogonal à TF . On ne herhe pas à étendre g′ au
bord de U . Si la restrition de g à F est lorentzienne sur U , on hoisit g′ de telle sorte qu'elle
oïnide ave la métrique h donnée par la proposition 5.8 sur le bré normal de φ dénoté
ν(φ) (on a ν(φ) = TM/Tφ). Si g restreint à F est riemannienne, on prend une métrique g′
dont la restrition à ν(φ) est riemannienne. Dans les deux as, si ζ est une fontion plateau
s'annulant hors du domaine de dénition de g et valant 1 sur un voisinage du bord de U
alors la métrique gζ = ζg + (1 − ζ)g
′
est une métrique lorentzienne lisse pour laquelle Tφ
est bien orthogonal à TF . De plus il est lair que gζ est quasi-brée si et seulement si ζ est
onstante le long de φ.
Les deux situations se ramène don au même problème : trouver une fontion plateau véri-
ant les onditions i-dessus. Pour ela on revient dans la variété de départ M munie d'une
métrique riemannienne quasi-brée γ. Au voisinage d'une feuille de tangene F0 on onsid-
ère la fontion δ qui a un point x deM assoie la distane de x à F0. Comme F0 est feuilletée
par φ et que γ est quasi-brée ette fontion est onstante le long de φ. On onstruit alors
aisément la fontion ζ à partir de δ. ✷
On peut donner le orollaire suivant, qui est plutt une releture de la preuve préédente
sous des hypothèses plus fortes.
Corollaire 5.10 Sous les hypothèses du théorème 5. Supposons de plus que φ peut être
paramétré en un hamp de Killing riemannien φt et que F est invariant par φt. Alors il
existe une métrique lorentzienne g invariante par φt rendant F totalement géodésique si et
seulement si F et φ sont globalement ompatibles.
Preuve. Sous es onditions, on peut prendre β = b et don F et adapté à φ. Le théorème
5 s'applique. En repétant la preuve on voit bien que les diérents ingrédients de la preuve
sont tous invariants par φt : les fontions a et b, la distribution P et γ|P . Le ot paramétré
φt préserve don la métrique ainsi onstruite. ✷
5.4 Où l'on renontre enn des feuilletages totalement géodésiques.
Nous allons donner un exemple illustrant la propriété 5.9 de ompatibilité globale. Con-
sidérons le feuilletage de Reeb sur S3 vu plus haut au paragraphe 5.1 , elui qui n'est pas
géodésible. Prenons omme ot riemannien φ, paramétré en φt, le hamp de Hopf. Au entre
de l'une de ses omposantes de Reeb on peut eetuer un tourbillonement de Reeb (f. [C-C1℄
p. 89). On obtient un nouveau feuilletage F invariant par φt, omposé de 2 omposantes
de Reeb et d'un feuilletage par plans de T 2 × I. Les 2 feuilles toriques sont attratives
vues de φ et, restreint à un voisinage de T 2 × I, le ot φ est bien lorentzien ('est-à-dire
transversalement parallélisable en dimension 3).
Ce feuilletage satisfait don aux hypothèses du orollaire 5.10, il existe don une métrique
g rendant F totalement géodésique. Les feuilles des omposantes de Reeb sont alors de type
espae, elles de la omposante T 2 × I de type temps et les 2 feuilles ompates de type
lumière.
Voyons omment e même genre de onstrution permet de donner de nombreux exem-
ples. Nous donnons un premier résultat qui illustre omment réer de nouveaux exemples à
partir d'aniens.
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Proposition 5.11 Soit M une variété de Seifert de dimension quelonque. Si M possède
un feuilletage transverse aux bres (don totalement géodésible non dégénéré) alors il possède
aussi une innité de feuilletages totalement géodésiques mixtes de odimension 1 deux à deux
non diéomorphes.
Preuve. Les feuilletages sont simplement obtenus en eetuant des tourbillonements de
Reeb au voisinage d'autant de bres régulières (de feuilles sans holonomie) que l'on souhaite.
Quitte à retourner es omposantes de Reeb, on voit que les feuilletages obtenus vérient
bien les hypothèses du théorème 5. ✷
Nous allons maintenant donner des exemples sur des variétés ne possédant pas de feuilletages
géodésiques non dégénérés.
Théorème 6 Quitte à prendre un revêtement à 2 feuillets, tout bré de Seifert de dimension
3, admet un feuilletage totalement géodésique.
Preuve. Soit M → B un bré de Seifert. On a vu au paragraphe 2.3 que ette bration
provient d'un feuilletage riemannien de dimension 1. Si néessaire nous prenons un revête-
ment à deux feuillets et nous supposons que l'on est bien en présene d'un ot riemannien
'est-à-dire que e feuilletage est bien orienté. On ommene alors la onstrution d'un feuil-
letage F . Il existe une olletion nie de boules de B fermées disjointes, dénotées Di, telle
que le bré restreint à B\∪iDi soit loalement trivial et admette une setion, 'est-à-dire soit
trivial. Le bré obtenu admet don un feuilletage transverse au bord et invariant sous l'a-
tion de S1. Les feuilletages induits sur les omposantes onnexes du bord de (B \∪iDi)×S
1
sont triviaux on peut don modier le feuilletage de telle sorte qu'il devienne tangent au
bord (opération appelée "spinning" dans [C-C1℄, p.84) et reste invariant sous l'ation de
S1. Sur haque Di × S
1
, on met un feuilletage de Reeb invariant par translation le long de
S1 et par rotation sur Di et dont l'holonomie de la feuille ompate est innitésimalement
C∞ triviale. Pour obtenir un feuilletage de M , il sut de reoller es omposantes de Reeb
le long des omposantes du bord. Cei est possible grâe à l'hypothèse sur l'holonomie des
feuilles ompates, ette hypothèse permet aussi de retourner, si néessaire, les omposantes
de Reeb et de s'assurer ainsi que les feuilles ompates ne sont pas attratives vues des bres
de M (on pourrait aussi faire un tourbillonement de Reeb au entre de la omposante de
Reeb omme préédemment). Le feuilletage satisfait toujours à l'hypothèse d'invariane et
don aux hypothèses du théorème 5. Il existe don un feuilletage totalement géodésique sur
M .✷
Cette preuve s'applique sans modiations aux brés de Seifert de dimension supérieure
ayant des bres exeptionnelles isolées don en partiulier s'il n'y a pas de bres exeption-
nelles :
Théorème 7 Si M est un bré en erle orientable alors M possède un feuilletage totale-
ment géodésique mixte de odimension 1.
Ce théorème s'applique par exemple aux sphères de dimension impaire. Elles possèdent don
toutes des feuilletages totalement géodésiques.
La variété T 3A = T
2× [0, 1]/ ((x, 0) ∼ (Ax, 1)) où A un automorphisme hyperbolique du tore
possède un ot riemannien bien qu'elle ne soit pas un bré de Seifert. On sait d'aprés [C-G℄
et [B-M-T℄ que T 3A possède des feuilletages de odimension 1 totalement géodésiques non
dégénérés (de type espae et de type temps) et par [Ze1℄ qu'il en posséde de type lumière
(T 3A est de rang 2). Montrons qu'il en possède aussi de mixtes.
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Considérons un feuilletage F de T 3A sans omposantes de Reeb et ave un nombre ni
de feuilles ompates, on suppose de plus que es feuilles ompates sont des bres de
la bration en tores sur le erle et que les feuilles non ompates sont transverses à es
bres. Considérons φ le ot riemannien sur T 3A tangent aux bres, F et φ sont tangents ou
transverses feuille à feuille. Au voisinage d'un feuille ompate, on onsidère une trivialisation
de la bration. On est don sur T 2×]0, 1[ et φ est un feuilletage sur les tores de pente
onstante irrationnelle. On peut modier F de telle sorte que dans ette trivialisation il soit
de plus invariant par la translation orrespondante. Le feuilletage F est alors adapté à φ,
de plus φ est transversalement parallélisable et don riemannien et lorentzien. Si de plus F
a un nombre pair de feuilles attratives vues de φ alors le ouple (F , φ) satisfait bien aux
hypothèses du théorème 5.
On peut failement généraliser ette onstrution aux variétés de dimension supérieure
possédant un ot riemannien dont l'adhérene de haque feuille est un tore de odimension 1.
On montre :
Proposition 5.12 Soit M une variété ompate de dimension n ≥ 3 possédant un ot
riemannien transversalement orientable φ. Si φ possède une feuille dont l'adhérene est de
odimension 1 alors M possède un feuilletage totalement géodésique mixte de odimension 1.
Preuve. Deux as se présentent. Soit l'adhérene de haque feuille est un tore de odimen-
sion 1 et M est un bré en tores sur le erle et on reproduit la onstrution i-dessus.
Soit il existe une feuille dont l'adhérene est de odimension plus grande. Cette situation
est dérite dans [Mol℄. On y voit que dans e as les adhérenes des feuilles sont des tores
T n−1 sauf deux d'entre elles qui sont des tores T n−2. Le long de haun de es tores le ot
φ est onjugué à un ot linéaire dense. La variété M est obtenue en reollant deux exem-
plaires de D2 × T n−2 le long de leur bord. On déompose T n−2 en S1 × T n−3 et on prend
F0 = R×T
n−3
, où R est un feuilletage de Reeb de D2×S1 transverse au fateur S1, invari-
ant sous son ation et tel que l'holonomie de la feuille ompate soit C∞ innitésimalement
triviale. Le ot φ est tangent à F sur le bord de D2 × T n−2 et transverse sur l'intérieur.
On reolle deux exemplaires de e feuilletage, on obtient un feuilletage F adapté à φ. Si
on reolle bien le feuilletage est aussi globalement ompatible et don F peut être rendu
totalement géodésique. ✷
Pour onlure e paragraphe notons deux questions qui viennent naturellement :
 existe-t-il des variétés possédant un ot riemannien mais ne possédant pas de feuil-
letage totalement géodésique de odimension 1 ?
 existe-t-il des variétés ne possédant pas de ot riemannien mais possédant des feuil-
letages totalement géodésiques de odimension 1 (dont les feuilles de type lumière sont
isolées) ?
5.5 Un resultat sans l'hypothèse ot riemannien.
On a don montré que toute variété fermée de dimension 3 possédant un ot transversale-
ment orientable riemannien possède aussi un feuilletage totalement géodésique. La proposi-
tion suivante est une sorte de réiproque sous ertaines hypothèses, essentiellement l'absene
de feuilles de type temps.
Proposition 5.13 Soit M une variété fermée de dimension 3 munie d'un feuilletage F
transversalement orientable de odimension 1 et totalement géodésique dont les feuilles de
type lumière sont ompates et en nombre ni non nul et n'ayant pas de feuilles de type
temps. Alors M est un bré de Seifert ou un bré en tore sur le erle.
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Idée de preuve. Soit U une omposante onnexe de M privé des feuilles de type lumière,
U posséde un ot riemannien φU . Les omposantes onnexes du bord de U sont forément
des tores. Il y a alors deux possibilités. Soit toutes les feuilles de φ vont s'aumuler sur le
bord et alors U ≃ T 2×]0, 1[, soit l'adhérene de toutes les trajetoires de φ sont des erles
ou des tores et alors U ≃ D2×S1 ou T 2×]0, 1[ s'il existe des trajetoires non fermées ou un
bré de Seifert à bord si toutes les trajetoires sont fermées. Les onditions de reollement
font de M soit un bré de Seifert, soit un bré en tores.✷
Pour pouvoir onsidérer les feuilles de type temps il manque une onnaissane des adhérenes
des feuilles d'un ot lorentzien. En fait il s'agirait de savoir quelles sont les variétés à bord
possédant un ot riemannien ou lorentzien tangent au bord et riemannien sur le bord.
5.6 Une remarque sur la omplétude géodésique.
Nous nous posons la question de la omplétude géodésique des métriques rendant es
feuilletages totalement géodésiques. Nous aimerions reprendre les tehniques utilisées par
l'auteur dans [Mo2℄. Cependant elles-i néessitent la présene d'un feuilletage géodésique
de dimension 1. Or ii rien ne dit qu'un tel feuilletage soit présent. Par ontre restreint
aux feuilles ompates de type lumière de F le ot φ est géodésique de type lumière (nul-
prégéodésique si on reprend la terminologie de [Mo2℄). Nous allons ii n'étudier que es
géodésiques. Le résultat obtenu ne onerne en fait que les géodésiques fermées d'une feuille
de type lumière au voisinage de laquelle les feuilles de F ne hangent pas de type.
Proposition 5.14 Soit F un feuilletage totalement géodésique de odimension 1 transver-
salement orientable sur une variété lorentzienne (M,g). Soit F une feuille de F de type
lumière dont les feuilles voisines sont toutes de type espae ou toutes de type temps. On
suppose de plus que F ontient une géodésique c de type lumière fermée2. Cette géodésique
est omplète si et seulement elle ne porte pas d'holonomie linéaire de F .
Preuve. On ommene par onsidérer, au voisinage de F un hamp de veteurs Y partout
non nul, tangent à F et orthogonal à TF . Si les feuilles voisines de F sont de type temps,
on hoisit Y de type temps hors de F (on utilise par exemple une métrique riemannienne
auxiliaire). Ensuite on onstruit un atlas adapté à F et à Y 'est-à-dire un système de
oordonnées (x1, x2, . . . , xn) tel que TF = Vect(∂x1, . . . , ∂xn−1) et que ∂x1 = Y . En tout
point de F une géodésique portée par Y s'erit c(t) = (x1(t), 0, . . . , 0) et l'équation d'Euler-





où Γ11,1 est un symbole de Christoel. On note gi j les oeients de la matrie de g dans e
sytème de oordonnées et gi j eux de la matrie inverse. On a
Γ11,1 = 1/2g
1 n (2∂1g1n + ∂ng1 1) .
C'est ii qu'intervient l'hypothèse onernant le type des feuilles voisines de F . On voit que
g1 1 atteint son minimum (ou maximum) sur F et don ∂ng1 1 = 0. Sur la feuille F on a de




la géodésique est dite fermée simplement si sa ourbe se referme, son image dans le bré tangent n'est
pas forément fermée.
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'est-à-dire g1nx˙1(t) = C. La onstante C dépend uniquement de la vitesse initiale de la
géodésique.
Une géodésique fermée est omplète si et seulement si lorsqu'on l'a parourue une fois
on revient ave la vitesse initiale (elle est alors dite périodique). Si c est une ourbe fermée
on voit que c est omplète si et seulement si après un tour on retrouve la même onstante
C. Le fait d'avoir hoisi les oordonnées de telle sorte que ∂x1 = Y permet de "suivre" les
onstantes. Si l'on passe d'un ouvert de l'atlas Uj à un ouvert Ui par un hangement de arte
ψi,j , on relie les onstantes Ci et Cj par Ci = Cj ∂nψ
i,j
n , où ∂nψ
i,j
n désigne la dérivée par
rapport à la n
ieme
oordonnée de la n
ieme
omposante du hangement de arte, 'est-à-dire
de l'holonomie linéaire du feuilletage F . Si après un nombre ni de hangements de artes
on est revenu au point initial, on voit que la vitesse est la même si et seulement si le produit
des dérivées est égal à 1, 'est-à-dire si le laet c ne porte pas d'holonomie linéaire. ✷
On notera que la plupart des exemples onstruits plus haut ont des feuilles de type lumière
sans holonomie linéaire. Il semble diile de onjeturer quelquehose sur la omplétude de
es métriques en général en l'état des onnaissanes.
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